14 Kismi Turevler

L. KISMi TUREVLER

41  Gok Degistenli Fonksiyonlor

Birgok -pon\‘-‘s'iﬂon birden fo2lo bagimsn degiskene bogldu. &
neyin bir dik gembersel stlindirin hocmi, yarigap ve 331‘.&'&!:?@ ba"ﬁ'ln&r.
V(nh =X ith. By bslomde, birden folo La'gm.cn J@alﬂme_ﬁ‘olﬁp font-
Siyonlor incelanecektis,

Tamm: D, a-li (%1%, ¥a) reel soydor kumes: olsua. 0O Vie-
Made bir £ Lg_e,l-de.a;er'? foaksiyon, 0deki her elesond, yalan
Yot bir reel soy W= £00,%) - 1%)

korstlik 3o.-|-'n‘an bir buraldr. D Lkimesine 'pol\k:ijmun Feniam kimai
derr w-dqs\efm?t\ kOmesine -Fe/\kﬁyanvn geronty komesi dentr, W
Semboly, +nin bg%‘mhde"ﬁ'i;benid‘xr. Kyvy 1% deGukanlarine bogimsin
de’gglre\ dentr, % de'f‘,erler’me forkityonun giryy degerarr ve w'yo oA
.S'I’MW\ ﬂ_dﬁfﬁ de denr;

£,k bograsn degickenli bir {fonksiyon ise genellikle boGussn. de.
5\5&&\\21‘ x vey olnrn. £ain tonim l’t'JHe.ri, x4 ~dvrleminde bir bb‘lge
olocak resmadlin W=Loayy, Eger £, Uq degakenli bir -Fal\htyen ise
bagums deﬁlﬁ'hnler 2y ver alimr ve  £ia boam Fimes veeyda
i bslge olorat resmedibir. w.—_-ﬁtwm%).
Arreks £ (xdm)={Brgte -fonh’ujonunun (3,014) noletosindak; Je.?qi

f3iat)= {32 tatte-'=5

dir. £, ik toerdinat sislaminde orjinden (¥ed)¥) nokfasinag olan v-
2aklil -Fol\h'tymuau tenmlar,

S1mdi bow forkigenlain Yo ve garunto Geger) bimelerine bobde,
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14 Kismi Turevler

Orrebial ki degjis baali fonksiyonbr

ntsiye Tamnm kdMesi Deger kimen
wz | g-x? FEY To, o)
W= ‘72"-3 XY#£0 (~00,0) U(2; w)
W= Sin(xy) IRY (Bidon doalen) C-41J
W Oq defiskeali fonksiyamlo,
FonkSiyon Tomm komesi Deﬁer kUmes
W:W IR (85)un vioy) Co, 0]
—— m m.yﬁi fc:,o,o) (o, =)
wzay lne 220 Yorim Uy IR = (-00,00)

S

Tamms, x4-duileninde, bir R Bolgestadeli bir (Zo,ge) nokbos, 4ams..
men R'de igerilen bir porihif yarigopl diskin (dairedin) mMerteziade Lo
Al xin T4 notlos) denir (%e19,) merkeri her disk hem R hem de Rain

: dyindoke  borr noklolor, Teerfiyocss, (%oyo) poldasine RYVia bir sine agk.
'l-a: oenir. Bir Bd\gemn, lqnoHaleﬂmn kdmesine &\3&\1:\ Tl deail S
| not-lalurmm kdmesine, Lélgem/« st derir Bir bolge tomemen iy Mk
"u\orobn olusnusso ogqik Eome dedir. Bodon Simr nobtalering igeren

Q kDNelj.e_ kapqll kome denir. ( Bu-l-“f\\egu\( o Ucéaeyx, 1‘:,04': bore dentd.

Y4 T&l
7 e ..:--: \ ::l !
I B \
\ / : _
~ G ) j
e Ce ok

§ ey | 42413
Agik birim disk

$ Gag) | xy=13
Birim diskin Smuer (Birim genter)

§ el 23
kerpalt Birin disk

Tanim! Doalemde bir Inblge) Sa'm# Sanqa’oh bir dick km'ﬂ;ddn lgé.;
nl'ujorsa Suel dentts Sy oluaian bb\gege (timey & Syairsie dedin l

bdz..lemde c]d'arv kaiﬂ;&ioﬂ, bggenler, Jdistler Stmpl: bé!g.dgm!?/ 5.
rvlur, koordinat el:@tlen, Yorim dorlem) Te) 42yl Sirs Bﬁlgelerd'll‘.
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14 Kismi Turevler

Tam.‘DUzle.nJe_, Lar -‘txfg] -Foulslgomam sabit dec‘eraU@u fexy)=c
nokdelorinm tumesine, Aiin Bir Seviye &iric) deair £\ fonn Fore
stadebt (xeyMer 1¢in (XY, frxw)) nobldorian  kimesine Aliia qfafi-
31 denil. L 3n=41§i , T=trmy) yiey obrakdo Yenmlonir. Uvreydy,
2= $txw) Y Treyniy 2=c dalemiyle kesismefiyle olyon egriye, +%in
kordyr <53 deAtn

Braekt Fxy)= | oo- KLy .fol\h'hjonw\ gra'ﬁﬁ'b{n grgan., Dorlende 'Flnﬁm-
Ferg)z 51 ve $rry =S seviye &jr'u\efui S'le-eflmx. 2=%5 ddzleninde korly
Srigint déslerima . e N

is the circle x= + ¥ = 25 in the plane z = 75.
|

'F\n'm '{amm ri'aHGs'l 111 dir ve P‘n'm ée-— I| 'L z= 100 -y
| )
| 160

ger komasi 100den Elglk et soylarn kimesidir. = |
| 75 |

Yani D=fext) e, ycln ve R=(-voyloe] dOr. Jauk. -
S‘tjonw\ cﬂra-pl?u' t=loo -'x\-g\_ paralvok‘uwin
Fexd)=0 seviye eﬁfxi: fexed)= o~y 0 =D AMjioo
faglesy /0 V2 fey)e 00515 W HYi=yg | P
Hpslzts 11 o Rexdlzloo LD AUghas 'hu|;|”?rl.[n[1np|n
Fxey)=100 Seuiye ﬁl’l?i \ja\m Ol‘:s"l\.' igeri %S déalemindet! kortvr
agcisi: =5, xtryl=as e’étit?aﬁr (2=%s doewinde S yangeph quW
r'T':'NM Uzaydo, bir Feriy) fonlsiyorunm sobit deger aldmq £exyt)=C

Lno\:-\-o\arwn tomesine, {'mn bir Seviye yUzey: deAir.

Tonim: U2oyde, bir R balgesindeti bir l‘:(o.&l,,‘%o) ;o&;;;%; R'de
igerilen Gir pexdif yorigoph koh leuremn merkeinde ise Rain bir g nok
tes\ dedil. (%o Yo o) markerli her kdre ham R hem de Rnin disincls
bowr nottalors Tgeriyoisg, (%o ¥ote) noktasing R'in bir Sinw nokbest

defir. Br Ké\qen'm ; T4 rotdolorinn timesine bdgenin igi denir. Sinir aoldo-
lorwa komesine, bolgern simry deAin

Bir bélgye tomamen j¢ noblulordon olusmusse acgik bblge (tune)
deril. BoriN Siawr noktalorial Tgeren kbmeje kopali kbma dedir, (85
Fonleyeni a6tk Kdmoye l:apqlr kome denir:)
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42 Limit ve Sureklilik

ki veya g dediskenli bir fonksigonun (inid tonumi, birre son
"o gjérecefimin aibi, dneadli bir fork ile b'th-e, +ek dd%'igl'en i Lie
-xcul\ks'hd onvp limit teminang  benarerdir.

Bir (%o ¥e) nottosing 3e-lwnce HaEM baotua (44) Muu’an 1qin fo)
LT c}efjer\eﬂ sabit bir L de@jesune yoklasnyorsa, (xm), (%01Y0) ‘o qiderken
LW fimih LV dir dedrr. Bu 4et ad?,'l?'te\hcle olddg‘u g b isthn Pasmi
‘9\"‘“3"" rormidic (%e,Y0) roblosing, tonw kdueinde ) her yondea yaklaci-
hUs\ece'ﬁ'mi dikbotine sualm. -
Tanm: Her €30 Say i1 Tetn, 01 (x-x)*+l4-Yo)* 4 & Sorha _rdc?layan
her (%ey) deﬁeﬁ (honm kiomesine oit) 1 Rtxid) ~LIL € olocok sekilde bir
§>0 sayut versa, (xy), (%o,Y0) o oy Tderten (gaklagrben) Frxs)
L hnaitine. gider (Yaklonr) derir Ve |

h =
M)_;g\b " Flxem)= L

le qasterilin s o

B e T o
.coq-\agan janw tunesmne aff her (xy) Toin IHoy)-LUU< € olacak Sekilde
bir 850 goyumm bdumosi jle denbhir.

Tek Jaﬁl}lfa\ﬁ 'Fm&gmlaab aniju 3?!;5,

Grdy S (o) g (xey) -3(0,4p) 90/ Lﬁg)':qug‘:)‘k (kbirse )

c\dv’ﬁu cJaS-‘er'n\c’dc"u‘. ("3rnd’€r'in ,jvkarabkf' birinet limft Hodasiade

fxy)ex ve LeXo dir. €20 segelim. Eger d) €'no et vt ¢
kogdE Ne

0 Y t2-%a) +(44)° < < €

0L Vixmf 'S { wxat+yyF ce =D 1%l g = Iflxy) Yol s

elde edilir. YGA.I) oz.ﬁac.vo)“--\tty.'j,w(i tken | fery)axol <f dw. Buas gere

Fra ‘F‘mq]: limn % =%o
dir: (Narf)d [¥orY0) (04) 3 (Katf)
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14 Kismi Turevler

Teorem: L, M ve k reel Sayilopr olmak Uzere (Jmhfg:?hl. um&)?t%m:"
Ise a;oalc)aki kurallor saia"famr.'

) lim [¢ ¢ = L+M 2) 1 E‘H‘Fﬂ)—gf‘sﬂ) =L~-M
¢ OV x:!)] (e 5 )

lina [Fexy). =L.M fim Defoxy) =kl
3) c 1 IE )t‘:\\ 3 (x,4)) 3) (2 rerdy) ]

I3 M:-‘:
5](7;5‘;{&*)9&#) M’ Mzo

6 rves , ortak gorpon bulumajan Wayﬂar ve S£0 ise
lina [-Fms)]r&= L (s qibt e Lo difroatyerva )
@4) Sxary,)

” . X-wd43 _ _O-0.l+43 _
Ornellert 1) o)l Fasxiogs = Tinesad-p

b Jim (x4l o GTTR S

e . i

(09> (3-4) _
2) lhm —X=%4 dénjerw bulwen,
)h.g}acqo;‘ﬁ""@
[ 1"’ ‘E‘ r-1
hm —X=xd _ fxargl % e & +17)
vl >tqo) /G L5 (xd5ln0)  E3 =l X (FH8) =0

duy
3 Tanina kulbrorak | voiso hﬁ)’grqo;—x_i— bvlune

X=so dd%rusv boyvnca , 420 fran, 'Panlr_{uymun de’jef'l © di Y=o
do’irwsu laogmca,uo fken fonbsiyor yine O avaiVM’dﬂ (o0 1Yo bmith
varso fimid ddy?f’l o olm\:dll‘. Tonng unjgulayalvm: Do -‘"ﬂu' vef ﬂ;:n

o0& [ ¢S fhen \ -g%.: - °l L€ olacak cotilde bir >0 su-
9 ©! bdrak 'iS'ht,orvL,

4 ey

ANTY -

< al-xlilﬁ‘;g‘) < 41%l =24 A L4 eyl

5=% seqertel oilxHy s Tkan L—’:%t -o]é ¢ (R 24ds ylg g

elde edef. ‘ani, (?}g‘:}(o{o) ;c&’—,l:—;i:' o di.
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Suraldilik

Tammt Az0q\dak Og Sortt soglayon b frxu) Fonkityonurg, (o) noltasinds
svreth deaip
) 'F, (%o, &)‘Ja ‘}vMMthf}

hm  Fex
2) fzu‘:l)-at‘ %o Yo )ls} Verd,

3 Vim  Fxy) =FxoY).
(2e4)-3(%,Yp )

Tanm Comesinin her noblatnds soretl, Fonkiyers, ssrelli c;eﬁ?r

Limid konusuadaki teoresden Jalast ) SGrekh -pa/\kl?yaalar:& e
birsel birlefimlers soreblidir. Yant sorekh fa/\h'lymlalm kuwaeHer; ; bs-
[Tadert, sobitle gorpmler, Fortlar: ) Yoplemlert , carpualers s orekldin 1k
3&{1}“3 patmor\lcr ve mcymel Fa/\h}ymlar, feniml oldvblar) Aer aoklod,

vretlidiren
su } XS 4y)£(90)

Omel! Pexw)= L
: o ) (%eY)=(0, 0)

Ffonksiyonunu  orjia hor'ie
her notloda surekl: calc'ugunu ﬂa‘slefinib
Her (ww#(00) nottesinda, Fonksiyon 1 ve Yan bir Pa.ﬂjom.-’
'cot\\rs'hjom alJu'riwq)m £ sorethidir

(6,0) \dos -Fo:\\tinjon snmnddir e Je'afr'n O\dir. (x,4)-3ta0) igin
Pl almaﬁ‘?w, orjine fortl :,o“orla yakla’;} f?;ﬁﬁ‘\a’a " forth sonyla
elde edoret gaslerelim,

=mx , xto Jé’-jru.w EOUVM‘? £ faedf‘.s'lyenv sob't do'éleI‘{Sa]l?p-—

IR - __2%y ~ _2%Mx) | 2 mx M
Mﬁ)l‘d—_uxn BN 3,,_,,; OGN " SAFMGaL Vi
lim = Y | Reme (e
(xd) -5 too) (xef)3(0,0) IV-‘:‘"‘* MM
I=rt

Bu Vimit Mge boglidin Orjine yukloson (xiy) deferleri Tain +ek
s o’djﬁ‘ b\jamdt?wndan hadt tjnHW‘ ve c’olagu‘ly,d (o,o)\dkd
suretli 30’5“0’5/‘.
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Teorem: L, M ve k reel soyillopr olmak izere (1‘!"‘4’ MF‘;?\-*L Vﬁﬁ%ﬂ&g‘%ﬂ)‘:ﬂ
Ise aseyudaki kurallor seglon:

) lim CFe txd]= L+M ) Nim T fecy)-96ay) ] =L-M
fnshhwofwﬂ % () -3t% Yo) o

3) lim [Fexmy. gqixud)= LM y) him Tkfoxyy) =kl
(uy) o f:qyo) (x:g-dxoyp)

5 1 ‘_&&HL: .-I.'..

6) fve S, otak garpom Bulunna:,an Wogr’or ve S£0 ife
Fina [‘Flng)Jr[s:: rls (s Gibt ke L>o diroadyorn )
@) Mxay,)

e t1) @) hm —X=xd4+3 _ _O-o0.143 o
Ornetler: 1) )ﬁ“m_){q')-g‘l-g.;sxg-s-'! ot eS| - S

b), lim 4*“+9‘t'={"‘*—34_¢-‘_ﬂ¢.) =4

s B

(1:9)6[3,—” _
2 ;
2) i X=X degerini bulwe,,
gy tago) T
. ey (@G % ey (@ 41
- ) L - N +G)
(W'9CQD] ri",g" F£‘+f5" (y4¥>(90) K~ —&gélgo}(ww)ao

P eyt
3 Tanwws kullororak | votso h‘g)ﬂ‘_;‘w e oy bvlenon

xzo dégrusv bogwea, 8#0 fkan; fonkiyenn dederi 0 dirt y=o
dc%rusu laoguma ) %£o0 ikon -Fonl'.:'lyon cdim &) aUW?VMIdﬂ (9,0 ]\a’a l'm‘ul-
vorso fmad cldver'r o olralidir, Tonng ”ﬂSUI"V"l'”'-' €50 Seyui verilm,

0L R4S fhen | ::3:‘ -o|2e olaal cobilde bir &30 sa-
y &1 bdrak 'is'hvorux.

4l

Aty

% 4""'5‘,}“{"’ <41 =4 R L6 eyl

&= 5,; seqertel o4y ts ilen l-gg% -o] £ ¢ ORI 2ednyle)e

elde edefin. Yauni, (;;g’\:xop) ;%:—;::’ =o di.
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e

Limi¥in Vorolmamas: igin Tk Yol Tesk!
(x4} | (%o,YoYa giderken, ik forkl yol boyunca Fftxiy) fonksiyonv
Farl;h linitlere sakipse  fisa, st) yolebun

Orneks -f (eed) = ;ﬁg%- Fonksiyoavnvn (%4), (90Vc giderken [inidi

nA olmc’u‘.’mt gasteriniz.
(Olo) noHUSlM 3-—-k‘¥ ,'x:'—a egf‘u; boyunca \ddh‘dﬂfjﬂ'k

3 22t (kxy . rkxY _ 2k
i) = XY = - o
‘B_kx"- ¥y Y=kt s ek L T Al 1+

sabit ééje’w elde eJefn.

Yo byt
Lymid k\ja Lo7|| oldva‘unJM, ”id yal tectine gare liae it zﬂcfvr.
Bileske Fonl*.r?ym SUreHr'lrgi
£ -Fon\rsiymv, (%aYs) do sbretli ve +ek Ja%‘?;l:enl} fonksiyon 9, 'Pf:b,_%)[
da surekli ise h(wy)- glfrxy)) ile tomml; bileske Lonksdyen h=gof
(%0,0)d sureklidin
Srnegin, X2, cas_xd , In( wxy  bileste Foaksiyenlon
her (xy) nobdasmda suretklidirler.
|ki Degigkenden Daha Fazla Fonks'lym\ar
iei degiskedi fontsiyenlor kin limit ve sureklilik tonmlor: ve song
bei, B4 ve dahe forla a‘e’ii;éena sohip ﬁy\bijmbr g oJe 7-eéer‘u‘n
6““%7/1, In (%+y+z) ve fa:’_ t —Fol\hr?yoalam Foatm kome~
lerinde _g‘dﬁelcl‘:dirloﬁ

P- Cho,-1) ¥ cos [xy! )% +Ccaso z

P, txay,~) nobhosmt gasternektedis , limit Ji,?m:bn yerine koya ile bl
bt
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Deapp kenler; ku-n‘-up.fa’ [Coordinatlers Dea'i;‘hﬂ-!e
Eger kortewen toordinatlords, r)lks;;\ 'thtgj haidisde bir lerlame olruyor.
sa kukpsal koordinatbrs gegmeyi alet\ern X=raase ) Yelsine Jegarlafing
yefine Yoror Ve 50 Vyin gikon ifadain linidini aroshnrr. Drger Gir de-
5?'%4;0’7‘:&&'} Sorblort Sc'lylayan bir L Soyurmm olu/, olmd:?ma ko rar vefiing
Verlen €30 1¢1A, Byle Lir 80 wordwr ki beton rveoetlar izm
Irled™ = | furey-LILE.

Eqer boyle bir L worer  lim Ffray) = [im Rrassyrome)=L Jdir.

(M].a('qo) o
5'.'3Me§m e et o= g _3"‘"_.;9 = limr coBe=0. By soa a::-l-h?r
(e)ofe,0) XS T f‘-—ao r ro

ronndon qbsterelim. £ ne)=rcade ve Leo. Nerilen €30 T¢in Ircuils-d|

= \rcodsls Il laodsl LiM < g=a, Yoar &=€ olmgo 1rlea =D \readh -ol<tdu
Eﬁer‘ -prx,g’):?% TLe ?L‘:;-LT - r_qrs‘.?‘_’lﬁz coste din r\ﬂi ne to-
dar kS¢ot alusob alalm cale , oile | orvsindsdin B¢ yarden lm_”ﬁ\
yothur Bv ki Srnekdede hnd varlGove yoklgu ogithir Foket lov Aer'w
Man ddgry degildiz. B yonlis sonvglore 3a+ur\ebdul' bmd?cﬂ fouadl= -z‘f-fy".
-Fon\‘.n\jonunv tupsal koordinaHero J’bnb;'lbv‘ddfunmo’e{trm,rs‘ m]*%"%
o\ur. @= sabit (her dov d&ru) 15m) beyunco Fimid verdit, PDo tein  Talt

O\r}lﬂ H::?c. yolundaJ rsme_—:r"faﬂﬁ- o\d\ﬁumtd

. rasefime _ 2rcasiesSine rsine -
'F(f@-%, esine) = Fcosto+SICe t“anj e +Hfcos8t (Rcos’®

r90 T¢IN hu‘rl* I olur ke bu dd hM‘rl"m dlMao’tgml goﬂenf‘-

Sorut limm o lmdr g

xy)> (o)
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U3  Kismi Tiravier

Gok deai;l'enlv' hasap, bir sefente yolar Lir a'é'g'&l'm ugﬂula»\an
et J9§T,¢l=enh hewbo benerdin Rir -Fa\hiymcm bogimez de?&l'enleﬁftb!
bir' I\ar'ig y ‘\eps'm} sobt ttarat , bir c!egi;bem_ gére +urev alise / k.
mt +urev aIM\; olury. Bu bb'\ibhde, kroi Yorederin tanimi L5 7eat\d"rf k
Yorvmy Ve d?-ferw.ciyel kupllorr verilecettir.

Ik be’j*yl:.mli Bir Fonkityonvn Kiai Torederi
('Nc,!o), bie fexy) 'Fonh?\jonunun fanm

kumesindeli bir noblo ise Y=Y, dikey din- ‘ £ psia
lerdin, 2=fixm) Yizeysile kasesimi 2=fiy e
i i, G, v ddeiie. | s
2=f0m30) fonksiyonunun grofigidit. Bu ddr. ¢ Tnecpiine \ ‘

lerde yotoy koordinat x ve dikey keordint o ‘Ii 1 S

e dif. Y-dégert Yo'do sabiMir, bu yordea y lw’J‘” \
Ae'é'n,rlren dﬁ‘lU’lr‘. H-.mrimn;li'llm.\' e |.'|‘I|.1|'1|I‘- Yo

(%Y%) noblosimdsr £ '%in xe qere kesat +orevi , X=%q nokblosudy
£ 02 40) fonbiiyorunun (tek cggkenli) nermal turevt olorak tommlanir: Normal
turevden bumi +Orevi aa(mak gin d yerine 9 sambold kollonlir:

Toaw:! £ x,4) -Fomh'!yot\unun , (%oYo) noblosimda e gore *Brew: limit

Vorse ¥ 9 l = T £ 0% +h) Yo) = €01 40)
8% lixoyse) h0 h
dw.

kismt Lorevin bir deat jfoder) 5!.-,‘ Fex, 4o) I‘zazc., der.

Y=Y, duzleminde, P(x, Yo, Fxe4e)) noblosinda 2t Y0) G risinin
e%‘m't, (%0(Ye) Nottasinda £ain Ke qore lkismi +0revinin o'ogﬂridil‘.
P nottasinds e'c]fm'm ~|-e’3e,¥ ale%m:u, bu egumle P'dea gegn I=Y, doa-

\emindeki cl@rvdu.r. |
v 3%
O (vade) vevo Ix (rata), S boua V© fx1 8L, 2 veyo 32

bismi FUrev Tgin lf—v”andalf:mn_ birtog notosyordun
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(%0, %0) noktosinda, Fex,u) 'Fonkr‘lymmvn y'ye gére kumi 4o-
Peviinin tenmi, £'hn xe gore. kumidurevinin tonimiyle bearendit. %
deﬁer‘u\dq x\  sabtl MunL ve Yolda Fixgy) fonksiyonvava 3‘.‘!3
gére m:rt\«a\ +oreving alujoml,

Tanm: (Ko,Yo) noktesinde £ex9) Fon ksyovavn Y'ye gére lasmi Lorev
£ (%o) Yo+h) ~ F(%0, %)

::0 24 lrx,,g,,, “g—“"““la‘_% =i h

x=%Xo dikey (duses) dizlemiade Phxolefrranl) P
roktasinda 2=Fx9) €Grisinin efimi (XaYs) nok- /
tosinda £nin Yye qére bami Forevidin PYe 5 Tangent m
(NTPN ’«-e'ﬁe‘- c]&jnsu ) bu egimle Alde, gegen _ / / AR

=% dorlemindekl degrudour.

3] : x5
ﬁ{;: (x2140) 'pu (¥04) , -Q-g ! ‘Fa, Ty ;%5 XLA \

MNMe osre. kismi Forevlesin birkog gasderimi~ o2+ 7

The curve "l "I orizontal axis
(J‘iﬁl |ntr|. plir{ |[:|1h 2 pla r|I
‘(’)rv\ekler 1) —F(’m&ﬂ"'z +27Y 44-3 ise % ue%E Jefjeﬂenn| buluve.

3-.; 't hesaplaudk latn Yye sabit dovonp (Wyi sabit +ubup) Z'e gore
oray d'lyamzf anﬁc-:_%(_x +2% g’+g_3)=3-1£'-42.- 511"‘9 +0-0 = B 101:"3":

gea ('13.,,2‘,;53 py-32) = 2. 2955y +1~0 = 4%53 +l.

2) -Ft'xggl %3+ 2%5y244 3 ise (~1)2) nokbasmdo fi ve £y Je}“erler?n} bulina.,
fx=3 'x'l+1014'9"- = o2 ...%f, legny = 360 o2 = 2.3,
| fy= 4Py = fytur) = --a-g-lc..,q = %24 =~
3) th'j)‘:-' Y S'intxy) ise .5% =7
'?.% =~§-.3 (‘ds’m@)} =Y -gg.s‘i'n(‘x&l) -+ Sinlwy) % [4)
= Y. [ castxy) fyxe)] + strtxy) | = uLcostx D] + sinlxy)

= %Y cos(x9) +Sniry)
A -Frvcsj)z—‘r_:'c'i;s;. ite £y ve 'F-j\‘ji blunov.
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14 Kismi Turevler

£z 0. (3+cosx) — (~Sinx) 2Y) _ 24 sin¥ ’
L B+casx)r T (Wtcasx*

fu= 2o (ton) = 11028) | 2cosx
4= (4 +easx)™ = (S4casxft

Kctpah +Ure\‘-ﬂe, +ek Aeﬁ'(fbl\rl 'Rﬂ\kr?yenfaro’a o’df@u qtbi ksmi
‘urevierde de @almn

Ornekt Yr=Inp =%y deaklemi =Vi ikt bogimsn degicken % ve Yin
Lonksiyony olorak Yenmlor ve kMt Yrevler worme G\ buluava,
%_wt-\mr} =% (o) = 45 - -al.? =1+0=(u-4) G =

R
Ox = 9r-

Ornels 2= Xyt poraboloidinin, 2=t dvzleni sle -. ‘ 2

kesisimi Vir ,oara\aolcli')n (s8] nothasinde poro- Pl 1 ;’ﬁ 1

bolun tegebinin egimini buluave. :]""'ﬁ;_.-”
E’é’.m) Cire) MHu:rMb %ig kesmd $3revi- '

W) Y L)
Bosks tordy kordrol edelim. ¥=) dozleminde para- x
bolv Z=('4yr= 14y +ek deﬁl'ﬂ:mli -fof\lf.ﬂyonwb 3ra'f~?'¢'7"} olorork -
Sunebiliriv. Bu porobolin Y=2'delr egim sorvlvyor. Bt

%%' Lr:a. ':'gg (1+47) IS?! =2y ’y::, =i

o\ara\f- \w\urn_.
Ik Oegistenden Forla Fonksyon|ar
et degiskendon fozle degplene cohip Ffonkstyonlarm kismi +Urev
toaudory, 1 éo'ejirkenh' -fonk.r}yonlarm Faninlar; gibidir. 0 ger o
gis benler subik tubvlurkon , bir ordﬁi_(l-one gare neraal firev b
Oraekt Fexy)= e®*? . xcos(zy+t) ise Fx ve fAdi bulue.

-F.x_': e"""l.f. CoS (-3} £a= e™tt _ ¢ Sin(19+47)
Kt T vrevie~ ve Soretlilik

Bir fexiy) Fonkiyonvavn, bir noklado surekli oluawo bile, xve y'ye
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14 Kismi Turevler

gare ks tirevieri olabilir, Bv tek disg irkon I’ f onkiiyon lordos fork.-
dirs Oradas +3revin vorh'y; s-‘umk!:'llyf gembﬁ?a‘yoroé/. Eger Lrreg)ain

kisni foredert vor ve (Yow) merterhi bir diskte s Uretli fe £, G
do sTretlidir.

Ornek; forwy)z= ? 1 %Yzo

J s olsva

Q) Y= do':jﬂdd Basuﬂc‘a twy), (09) ﬁfdéf"“" 40‘!9)"”-" I;“Hﬁr buhaan,
b) Orjinde, Frin surekl; olnsd G gastedinrn.
o) Orinde ®bx ve Oy kismi +orevednin var alo’a/iww g'&'_rle/fnil,

d) Y=x dagrwu boyunca fixa)=0 (olu harig) . [0.xy#0

11, xy=0
oldvgv rdn lim  Ftx4) =lim 0 =0 e £
e Gxef)tq0) IH:x (%ry)->{ao) Lo L

b faoizl oldgunden, @\duti hmite gire F, __,_.fii-l'
(0,01\du surekli Joﬁﬂdir- . L UI L
) £ i bulaok eln (Orfinde) Y=ol Y'yi e -y

sobit totwyorn., Bu durvmds her x tal

£frxef)=) ve £'Win grofrgi Li Jﬁrde- Herhorgibir % Tein by a'c{in/—
nun egimi, 35 =0 dir. Polayuiylo (0,0)'ds %é:odm Rmur.fel'i/afe,%
herhorgyibtr 4'de L, Jaﬁmw\w egini dir, Jolagucy lo @o)do %% o

of — lim Flotho)=fw@o) _ 15, L=L _ 7,
( L R “hro R M0 OC

Diferonsiyellencbilme

Tamm Lumesinde bir nokloya doha ol yoldon 3ak\a:ak’cla|r§'miz %in,
Vi doGig banli fonkiyenlorn okime, cok degigkanli Fonksiyonlade ofif eem.
S'ujcllenekclm kavrom dohe kormagsibthr 1. ve Y- Yoordinat do’éru“-u-
lornds Vimtin olmasi (xo1Y0) notdesimde lintdin clmagmy q:reé#ﬂ‘d yor. {ab-
Yusylo kemi Jorevierin vapl;?: / Jiﬁer ditey dvrlavlerde olyon egrileria

biredarnin olesmi Goknti ednigor: Dikeransiyellendbilmenin worlipn 76in, by,
notksmo yaklcpqm bitin yoller icin boguesn. dof? pbenlentol: toecdt a’ﬂ?ﬁr’é/fb
lerden fsnkiyeds ant JQRiLIGin olnonass gerehin
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14 Kismi Turevler

Tek degisken)s fonksiyonlords difemsnsiyellerebilue, Liravinin o lmasr
fle aynydl. Buav biror o¢h§imndh U convey elde etHik: bir y=F) fonk
Siyonr x2xo'do dHewniyellenebiliyogo, x\in Xo'don Yo+dx'e deyicmin.
de Ay defisimi +aget ey begucer AL JeGinine yakwdr (%lder Flnin
L lineer yatlagar.) (OLztlm)dx)- Nani

A3 $oxo) P + €8x
die. Burado Ax-po fken £-90 dn
Tanin; EGer £y (20,4), £y (*a80) Vor ve Ax-50, Ay-20 iken g,€90
dvrumunda Az,

A= f, (re,Y0) AXAHy (%0, Yo) AY+ €, 42 1€, 8y
formunde Lir denten Sa‘ﬁllyo{:fo , bir 2= fex,4) 'Fot\h'igonu (o, Y0)r
d"!-(lemns'lgcl'me!:ﬂ?ra’:‘n Tanim komesinin her nolhasinds Jf'rema.liyelle.
newlir £ -F:pnk’njonuna drf elz:(r't;fe”enebf,& denir. Dideransiyellenabilir Yok

styonvn caru-ﬁ'g'me J’Q;gim yurley dRAIn

Teorems (xo 4o}t 1qeren R agit bolgesinde Lexed)nin birinei bisad fores
ler fomm ve (x0400da fx 4y sUretli elsunlor Bu durvmds, R'de
(%0,90\\don  (Hotdx) Yo+ay)' ye Flon degerindeki

Av= £Oxthx, Yordy) — Hx040)
degisiml, Lrx,89 90 iken %30 dWundo

A= £ (o o) dox + Sy (Ro\p) Ay + €, Ax + €, Ay
Hormuncikr bir dentlemt soigglon

Teorenin Senvev! Bir R agik balgesinde | bir frry) fonkiiyonuam Ry v
£y kl.le -L'Urevleﬁ | suretl 1se R'nia hor noklosinda £ diferonsiyellercaliadic

Teorem: (Xoe)'da i~ frxy) fonksiyony c)i-faaw'lgdlembﬂr'f e CxeYoldy
£ sUmUiJiﬁ

Kisamy +orevlerin  plaes J#Miye"er@bﬂﬂe i¢in ye-]-ér‘“ d&“jﬂtﬁc
lism’y Furavierin strelh olmost gapandili olmastas soqlor.
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14 Kismi Turevler

ikinci Mertebeden (Dereceden) Kismi Torevier
Bir fevey) -Fonksigonunu iki tere +ore the,’llﬁnc'r nrerlebedon +orar
leri Uretirin Bu Rirevler genellitle, asaguke gkt octerslirler:

2
%— vaya -Px.x, b%% \nya #53) Ea:_:’g.s Veﬂd ‘F:rx ’D%El veyo ‘FRJ.

Denblemlerin tonimi ba%fd"b%:(%t) ) % :gi (g'é) ) Fex= ('Fslx;”‘,‘:‘d;l.ﬂn

5r~ne.\c‘.' £ txad)= xSiny + 327‘ -Fonl'.ﬁg onuava borun Tkinc mMeriebeden 43—
reviering bulvaee.

&f _
-g}-_ s'ing-a-ge"‘, 153-?6%9+e7‘

3¢ = 2 (3£)=3, (mysyeX)=y s Ffi=BylBi)F trcmy o) =iy

2
2L =)= B xaordzcospd®, EE < (8R)=f lsingryd)=cory 488
Korsik Tkine merlebe Rirevier f%-g ve S%EWJU-&A esit Gikmod !

Karisik Tirev Teoromit fexy) ve ks Forederi fx, fu;y fxy,fyx, bir
(at) noklosini Tgeren agik bir bolgede Yonmdy ve (ayb)de hepsi s Urebliye

—Fxs (.Ch L‘ - ‘Fyy_ (al b)
din,

Bu Yeorem Clairavnt teoreri olorakto bibair,
Omek: W=7+ —%?7— ise az%'xas ‘3'. bulvava.
Foxdy =1 dir,
Yokset Mertebeden Kismi Toreder
Ussu\aux)a dahs ¢ot bisinci ve ikinei merdeboden kusaer Forevler bullond-
Masino raqmn, dobg Y Uksele MerkLcJen -l-Ute-l-Henm Har’ k <ot ookt Ne-
Fesyonler? -—g-._ fuyx a;ﬁ;‘ = fyxax 7;;15;1 =hroeggy e -+
Omel; fenyx)z casx+ ¥y +xtt e fxayx 'l Neseplaymn.
fx=-sim+axyr +35 Far= 2%4 422
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14 Kismi Turevler

Ky Zinclr Kyrali

Tek dejjiskenli fonksiyonlorda 2incie kural stgleydi: wafex) ,«in
diferonsi yellenebiir bir fonksiyonv ve x=gct), thin ciferonsydleadilir

bir -Fonkmfonv iSe w, Eoin dif bir fanhlymvdur ve

dw dw dx
dc % It
formuliyle hesoplonabilin witt)= fegm) bileske 'F:Mhiyanu fein 'yt b

Gimgh d 4 'i;ked ve fz.-sm‘g‘u arc déﬂ?l’m olowk dixinebliriv

Gok ddi]I.sbenli mcml'-mjon'ar, keg ture bogimsr ve ara deg,fben
\(«erdujme, bagll olorak, birden foals formda olbobitin
llf-| chtdm\u Fonk.wjo/\bf
Teorem! Eger Wexey) dif. (diferonsiyellenebilic) ve eger x=xlt)) y=ya)
enin Aif. fonksiyonlor se bleste fonksiqon w=H(xty,y), Enin IH. by

forksyonudur ve QU = £ (e, y) -y + By (o9, ve) e,
veyo dw af J‘I "
dir. T -gi--gg_

kanw: A-x, AS ve Aw, t'nin L,_-, don -Lo-f-de ye J@?ﬂa)nd’eh ardmlor
olsun. 'P, arf. oldv’ﬁd Tgin, Ax,Qy-d0 ter &,5.-30 cjurumwdd

Avs= 'b_')r-’ ax + (§Y)p By + £ 0% + €2 Ay
dins Burado Po=(xle), Ytiel) dir. EpHIFi At'ye bbler ve at'yi shrs yollahnadt

%’“'—'— (g%’)por (5—— Fo gi-#i:%é%-i-;%%}

(30 i, 2 =(22), () + (B0 (28 )+ - (), +o- (44

elde edilir. |
é}ﬂe.‘r.: X=cost, Y=sint 30\;/ boHUAca w= 'xg‘nin i:\-de 33{@ -,-'{Jpe\i.
ni 2incir kuralint bullanorak bl -\r-—E‘Je korevin o’ﬁef'c Aedir.

dw ew%t g_u_.# %ﬂﬂj%lwﬂ + Bfgan. Selsint)= g(—shl:)—l-"zl.aau)

=(siaB)(~11+) +eost) (east) = ~S1Atb-Hcas it = cosa b
8u sonvev, devruabn hesopbrw ile de kontrel edebilisia ¢
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14 Kismi Turevler

dw

w=xYc cast Siat = L simt = =k .2 cas2t = cost.

(%%')&-e », = cos (2. {) = CosR =~I.

\Jq Dé‘ﬂ‘;lfa\\i Fanh':you\ar‘
Teorem: Ejer w:-Pl‘xpg,'k) Jdif. ve X% 4,2, e Jif. f-aaksiﬂan]oﬂ
1se w, Pain dif. bir fonksi onqur ve

g = o 5—-* Du gy . 2% gr

avn, —
Ornek! W=y +% , K=ast, Y=sink, 2=t ise %\tdl' bulumt. t=o'd
¥orevin de eri nedir.

Jw-—f_%q-.m_?}’c a""dr = 9 (—sint) + 2 (cost) 4 1.1

= (5int) (~SInt) + (cast) lcast) H = | +comt

% = (|+cqm=] = a0 =2,

Vbq.e:d\er U-mr’mJe 'E:ammh Fonksl gonlar

Teorem: w= £(%4,2) ; X=9ns) ; y= hens) ve =ekins) olsn, OB fue
Siyon Jif. ise w, rveslye gare bami Furedere sarhiphir ve

Bofu R QR e B, Re-2r il iNRYR

N RNSEE i g

dir.
Ornek! = xpy 4ttt "‘-‘5‘: Y=rtlns, F=rr ite %% ve Guly;

r vwe Snin Wim\er'c-j‘e T-Fan_ ediniv
%*:%_%% r%—g-?- +.@%%}:l-*+z.r+?.%-1:}--!-#"-!-4-(1#)

-.l.-. +l20

a"" %&z%- %“’-.e-%}--l(- )-I-%-[é-) +2%.0 2&5""{'«.'

w-.-.&m%\ Xz q(r‘,s\ ve ';\-.:}\(l‘.sl se
-~ 0 )
= Q¥ 3k 4 B8 wve PoHk RXLYH Y
dir. ,
Ortel. W=l oS, Yoris iSe Pk ve%‘:-\; r ve S\ain terimleny-
le Hde edmi.
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gu= '@wg-l'r -53-- 2% [+ 29,0 = 20n8) #2UMS) =41

%?"‘g%%*‘as = 2%X{-) 4 240 = =2(AS) +Urds) =4S,

Wz f%) ve X2qlfis) ke '3_ “’%%_ ve Qw g—— i

kapal Toretme
Fera) fonksiyoav dif. ve Frxu)=o dentlend, 4'yi +Yn bir JHf.
-f-ot\lrs'njanu olorok tapd: sekilde donmlosine Yomt, y=hex) ok,

w= FixY) =0 olAﬁumJgn %% +Orevi Siher olﬂaltJm Zineir b
raling gore \orew ‘\e.raplcr.rok,'

o= =Fu BB +rydh = AR | eger Ry=B 40 Ise

r’g% C- % elde edilin
Tesrem: Féry) dif. ve Frxylzo Jentlemi y'yi xVYia bir dif. Featsyanr
olerak Yonmlasin. gy clurumo'a., Fy#o0 oldu'j‘v herhangi bir pokfods

ot
din
Ornek: F W=yt gipxy) ise dY . _& - —2X=Ycasiy) _ 2%+Y cost)
Axy ice 2.’!. o CGSMIJ- =

dir

" Son +eoromin Sonvewmv kolayeer U4 defisken liler rein genizleleti
liriq. F(xy,v)=0 denklemi 2 dej‘ixlavini ,kq/cllahdc, Tofruy) gib/
b fovksiyon olarzt Jommlosn, £ Vin Fonme bomerindeki her (wy) rem
FeY, frxm)zo i Fvef Jif. -Fp.nl-;ymlar ongm.f kabol e”ﬁr'«?ué
Zincir kurdine Yeutlonerpy b Fley)zo denllerini x ba??m.{ll. dﬁyt}‘}‘eﬂﬁe
gave +iredeblirin 1 R s0 i

0=25 5 + 85 3 + BE &2
= Fx.l +F4.0 +F‘t% _-—:D%%:—% ele

ede(in, Eqer Fr#0 ise bomor gelilde bogjinesrr o"o?fﬁl’-«ﬂ\c ¢ ore

H)ne\: d'nlf: OW g.d"c F.
fr=-fr ve B

dw
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Ornets x3+'a"-+ge""‘;§ccg=o ise 000\ §3 ve%%'\‘:ﬁ buluur,

Fuyd)= %31yt ransy olsua,

Fx=30+3ye > Fy= &= asing, Fas 22 1%y &Ycaty
Fo0)z0, Fo(a60)= 130 ve bUFIn birinci +urevier sUretl: olJﬁmJu
kapah -Poﬁb”}“ feoremine 3re Fexy¥=0, (0g0) notles) civormde ¥
% ve Yain Jif. fonkiymyv olazk teradar. -

%1'=- o 3y - _%}_:_%:_ € "2 STny

x T 2% iy Yy 24 %y eX%icary
3 -, P
=~—==0 ve @ FR| 2 Sem——o-~ 1,
%?)m‘%) ] %% Icqo,a) ]

Nott Son 1ki tecreme kapoli Fnksiyon Teoreni deaif. (e Yo/xo) noblasim iveran
bir R oark B-Olgesim,e, Fe,Fy,f kumi tomvler; sorebli ve FtxeMgng)=c "
Fulra% )40 ise Flxewr)=c dentleri (va,Ysro) civorndr Byl 1 ve Y
. bir fankiyonv olowk Htonimbr ve S%=-5 %-‘b—rf{ oir.

Genel Formyl

w =4 (24,--,V), ard Je'g'fsl:cnler %, 8y -~V (Sonlv kUme) ‘nin drf. bir -{anh’:yg_
N Ve X, 4)--Vier baginsn Jegirlfenler p,qj---,b(:onlvkbnel'leﬁn dif.
-f-on\:.si\\.,ol\bﬂ ckun. Bu duruamde W, plden l-'gq_ de’j’ulenle‘m b dH.
-conks'lyonvdw‘ ve bu daﬁokwlm qére winin bsmi Foreveri

oW X w8y, . Ow OV
%'3x5ﬁ7+5'55_55+ tSv- 27

formundr dentlem 1le verilin of'ﬁer dentlemler, her soferinde p yermne 4,
-y t kanvlorat elde edilir,

Bv denklemi hatirkinonin bir yoly, bilasanler;
@ %% -8)  ve (8,85~ 55)
dan iki vebkrvn staler garpma olorgk disdnmeltic.
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KS Degrultv Turevler, Gradyant Vektsrler:

Dizlemde Degrottv Tvreden
Eger fixiy) dif. (diferonsiycllenebilin) ise bir Snceki tonv (rinar
koral) don biligorn ki, x=get), y=h® dif. bir €Gri boyumea t'ye

dre £nin dedicim oron:
3 3 Z= YoiSth

aF 2 Jo T
H&kﬂ“ﬂi bir Polxoyo)= R (att), hite)) / AT N g h

noktoginder) by dentlem arion I:-’ge gire
Phix Je'g‘i;im orann verir ve by, egri bo- \\\
Yvreo horekatin yonune baﬁldm E"j!"l din = 7\ — )
bir da‘iru ve t, verilen @ birim vebdor ys-

nundek de'qu-wmdaki) Po'don algolen Jo'gr., logwee yay nunlge po-
rametras ice 3% ) 5? chruﬂwwwb, umkl:?‘a gére -F’n'in o'e’jB?n ofonl-
dir. i?dﬁ’u—}ﬁkge) Aol forkle Yénlerde, u‘laHt?a gere Flia Jea’j?;‘in ..

mny b,
feny) fonbsiyony, xy-dvzleminde Polxeyy) nebtasia igeren

bir R belgesinde donml ve W= wP+u P bir bicim vebler okur. g,
duruadet X= Kot SW ),  Y=VYo+SUy,  -lSem

dentlamler;, Poldon gesen ﬁ?‘ya Parq'e‘ Jéiruwn pcraMel-ﬁk dontlau.
lerir. £qer s, @ dgruthaunds P Nar Tleolen yay nealigy pormeh
rest e PVda % hewplonomt i derubhaunds 'nin degizirm Ofomn ddvrr,

-Emm,' l.i)'-‘—U;f’-W.,_? birim vetts r Go'gru}tu,,\d., Po (xo,%) Aouﬂmdlj ‘F‘AM

1-0r evi, Wi (Jf - oo rswy ; Yo +Sy, )= Flxaw)
) Is_,)@% El;‘\o‘i k- +_sll-l) 00

 din | |
be) den\deﬁcdle ‘onimlonca d_aﬁ“'ruﬂu +orevi (Dd F)ﬂ, ile de sas'kr;-
hir
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Kismi +orevler £ (xaYo) ve fylxals), T ve I° yanlerinde Poldy
-(l‘n’u\ cjogﬁl“"-’ Fureveridia

Ornal: £oxu)= x4y fon ksiyorvavn  Po (42)'de, W= W)+ ()P bicim
veXlisr Je’ﬁrul}mvftd’ak& firevinl, fonim bullanorsk bdun.
(_Q_g) = i F(ZotsW ) Yo+Sthy) ~ £ixailo)
@2,Po

S-50 S

=1jm £(1+5ey 1245 %) - F013) li (1+4) -l-(l+,§){1.+ﬁ') - (%-2)

= lim f’L_ = lim (% +,s')

Do’?jrul-l-u Turevinin Yorumy Surface :

* | Alxy + 5L ¥+ SHL) — X ¥l
T .I'i_l_'. ¥ ['I 0 1>-0 II : shat S

'E=‘cl'$c5) deaklen) ) U’loqu S gi)‘leu‘l— i kg \

L] | . E |
¢ Tangent line -~

M guclersin. 2,2f gy ise Plxoys)

noklosi S Unerindedir. P va Ps (%Yol don
ge¢en 2'ya poralel ditey duzlen fle
S yUneyinin kesisimi bir C egrisini

verir, & daﬁru#mna'd £hin Jeﬁ'iﬁfm
orom, ¥ ve E vebdsleriyle belirlenen
dizlande (Yukordaki Jitey dirlen) P naoblosimds C egrisinin +egefiin
eqimidir.

Hasap ve G rodyortor

Bir o, £ fonkiyonw Tein ddgrubv +urevini hessplrek Ran doba vygun
bir formvl 3&\%00\?:4. P, lxo,90) nolblosindon qegen, ﬁ’:u,i?—ru,_? b1 Fim

velisr J‘a'?’“hz Busunds ardon Yoy maf\krijv Pof‘me‘f-rﬂl' Sile ,aafawei/é
leamis KeXo+ Sty ) Y= YotSla - ™ese

do’-jru.su olsun. 2incir kurola ku"af\erdl&

(iL)rz A (a-ﬂ)p,‘f! ( o =(§)pw -
_-.&%F; ) P+ ﬁ)ﬁﬂ. [u?+ u,?]

PoVds £ ‘n’i;vg—rod yont @ 'nva da'arv Busy

elde ederin.
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Sen denklem, Po\da & Jd‘qrvlﬁsu\duki £pin Jﬁrqu Foravinia, & ?ile
81e| bir vebtdrin, brordin tunimlayecoginn; skaler gorpimi olafﬁmv.rdgkf‘
Tanm; @ (xedo)\d  Lexiy) -Panbscvmunm qradyont veltury, Ao £
kst Fureviers hesop’amrak elde edilen

7 <) -
w?-p.._g_u +-§.‘§J’

vet¥audir,
4 noi*a.tyonu " 3mJ £+ veyo "Je.l-l-‘” daal ohmw

O T Sy e

Tedrem! 'Fr'xcu), Ps (%0,Ypy) roblasin igeren bir . amk bd lgede dif. ise

(ﬁ—) Wi Po = (.?'”P“

durt. Kisoco, Da"'f'— v¢.0 Jur‘
Ornet: £ (x,4)= 'xegua_u-xg) 'Fonh‘lgonunun , 40) noblosinds P 2P~ P
yenvndety, Jeﬁrul}u +orevint bulwn.

fx (o)=L e‘*-asmmﬂwe, =\

fylyo)=L » € s'in(xsﬂm,og::‘l.
(ﬁo}‘dn -F\n'in amdso‘\}\ ?{-lth‘— 'F (2¢0) 'l:) +';'y[1,0]:\9 “-I?-}‘l_]—a i
df al
b(i“;')mo] :(a}')w'PO:(e‘F)Pc' by (H-‘?..I (}") %-‘J—"‘n

ot = 8 )p = Ph @ = 1PH. 1R case = P4l case, burndo o,

@ ile P orosndrbi oGidin. Buno gare asogidaki ey’ elde derin,

Ot = PL®= [PH cose Dagrultv Turevinin Brellitleri:

1) ces@=\ -(820) veya W, ¥4 deGruthaumdoy sa, £ fonksiyonv Gok hnl)
Vir Setilde artor. Yonl, tanim tomasindekr her P 1zin £, g radyent T
Ao'ciru“ld'vﬁdd en haly shlde orbor, @y yande Horev

0@ f= 1 PH caro =P8 dir.

) Bemer selkilde £, - dGrufowmds en hali gebilde ol Ry Yande
rev DRF=1PF| casn == 198l dir,

3) aF-io dik Mrlwa. & Jﬁjﬁf”wtmdﬂ -Pnh\ Jegtm¥ Sefeedd. De*-*a:ldﬂﬂ-o

RemGEATELT Y e e s s
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fll,‘.

Ornek: fex)= 3{14—%‘-‘_— %Ahigonvnm ¥
d ch'de en hnli arthy
B (n'de en hnli oraldg
o th)\de de§iimin secfir olalvg‘u,

c'ogrul-l-ulart buluan, i B e
i 1.<£ Vi % | L o :i-"-_'
a) Fonh'lsm, (h11Yde - a‘dérulhrmab en hn- Most rapid % ‘*51?;7:1: s

{]E]}

=t
" decrease in f f:f»\u.!
h an‘umml Yo pol. (?-F)ll l)..(7:0. +y?)‘ = (_-;-J ' Mostrpsd -~ W=1+1
increase in
, ~~y ?_'3-, -"l:.l" nerease inj
Dgrvlhsu: = foimy = L2 = & O #f

b) Fonksiyon, Culde —?‘F o’a7ruHusmo’4 en hndi aralr. Yol E?:-;%E’-‘}_z?
yonnde en hind onglir-
e) (yilde Sther Jeqim a’a""ruH-ylm , ﬁ’«f-’yc di k Ja%‘rvl#ddi/‘:

Re-fpPrh? ve o D-§T

Sev'n\-'e E'fj ”dim'n 6!‘90’301! Haﬂ.ve Te'g‘e—‘Hflf

8ir frxy) dif. fonkiyoar , P= g\ D+h)? dorgia bir egri ( Phin
Seviye e'éfmn'm bir kumy olodiliv) boyurce < sabit a’ﬁeﬁm cohipce
£ (amd WB)=c dir. Her 1k torefen i“p. gore drfersnsipe it alisat

4 famhwl=gpe = # ds

%" a‘.? (sjg_l. +‘3«2.P..

d""’/Jb "
Bv son o’en\em 2t Yo o teyet vekforine rormal oldguny :aerr Kv e

der €Ginin rof mohdr.

Bir d# fexey) -Pml's'tyanunm tonnn Yomesindekr her (xoye) noktasindo

"9'“‘\ graJymh, (xo\\o) noltesmdn gegen SNiye or@iin N Aarm)vJ r.

i L g i Ny T e s P

Buno gere seviye <3 ifinn +e'§e_+ a’aanaunvn Jenklenini bu’dh..
irn. Bu gredyenta rormal JéTjruJof. Po (xed0) notiosindin gesen ve

N= Ap-f‘s) VQH‘WBI\Q MW' Oldﬂ Ja'éjrunun AQAHGMI'
i A-(x~Yo) +8 (Y-Yo)=0
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g s aredyont (PH)eous) = Fx (oo Ot £y au? De asag doki formdy
elde edern.

Bir Seviye P?r'ign]n Tege-I- Degrusy? fx oty ) (%0) + &y (201 Y5) (¥-Yo)=0.

Ornek 7-? +4t=2  ehpsin 2,1 noklasinde ;—éje} c)c%n.d'vnd Yyoualy,
% ()

Elips £eay)= %1'*3" forksiyorunwm bir - :..w
soviye &§risidir. 2 )\de Fhin gradyonh j
7 \t-m;:('%' (e zg?)‘_.,_‘ p =-T+2P
ir. (~2)Vde e\ipsi\n -|~e"7“eal~ olt%raw
CU (x) +o(¥-=0 D K-WY=-4
SekYindedi -
Ghradyentlorn Cebirse) B2ellbers
) Tbte) = TF+ gy 2) Plh-o)= Pr- Vo
D) Plef)= kP (& birsobid) ¥) Plea)= £ Ty +9 9
9 V(£ )= s?&-s%

Ornek: fruu)= x-24 ; g lx)W)= 3% olun. VE= 19_1.39, 6’3=3? dir
PE4a) = Pl4x-2y) = 4C-2F = T+
Pz -3 )= 3 90 pP o SaTe? T ED- o
- x - QA =
=9%%-(Ps

9
Usq Dea'i;kdllf 'Fw\h‘lyanlar
Bir . Foxuny Fonkiyony ve bir Rz uDruPiy® birim vebRAW U

@1’-:%’&’-}-%—&5’%53 ve Dpt= V4R :-5;'1-1-%%4-%{‘}5 din

0GruWy oredni, Mt =R+ 2= |PH 1R] coses 1F¥lcare setimde feb
fer Yorabilirn . T 33)\&\3‘2 £ en hnli sekilde oﬁa@k, -9¢ YéAin-
de de en hali cobilde oralacoldrr, P+ e dik d&?lu”l/lqﬂé Re e~

Qisim olmya cakhr.
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Ornello) £exy,2)= 13- xyt-2 -Fov\l'slgonunvn Ao V=2 )-GJ)-!-‘?
Jd5 rvl‘l'u.{uno‘ah ck%rul"-u Rrevint bduan.
b) Po\ob hongi degrvbtulr F en hnl de&“l]’}r ve by yBalerdatr dgictam
ofont Aedil

= ?_ 7.!.-«-..‘3.!-!-"L 2. )
) USRS T - R A

-F,x(hl,oiz(‘gqr?_gl]chhm:i y £y o)z =229 07 -2, £, (o)== .

TEl iey™ S ® 484 U1alP 16 it = 20 P-P.

(OC?'F)U: vo)= (%i)u,ﬁf ?'Fltuua)' Q= (P-F-P)- S E";F?*%'?}

...%4-.@ % %_
b) Fonksiyonvn en hd arthg: a'dﬁrvﬂ-v Pt=1P-2P-£ ve en hd,
a1a\dF rv“‘v - Pb= 2P P Jiv B ¢ Bnlendeki degtim orvar
sirpsiyle \?H:la-ﬂﬂ ’=3 ve o )P¢l=~7 dor

Yollor Tein Lincir Kuals
Pe)= ) P+ yeiPeat bir ddagm € yolv, w=4£(7w) ; ¢ beyww
bir skaler -Fot\h?ym ise 2incr kurzdincke

ﬁ% + -ail_&- dy (et +%'155—f%’$,@) l%g)+q‘$f4§9
elde edm\r
Bir yol| boyunca +orev? Szf‘(l"bu-l) = @F (Pd) . ?’Lb).
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146 Teget Duzlemler ve Ot feransiyeller

Telk Ae'éi;kenli J?Ferat\s'i}f:”ene\oﬂ?f bir -Fm/\l-u'yanun dife
ransiyel hesabyma, 'FoAh'!IJoAdA qrofiginin bir noktadak +éet
doé‘mﬂv Nast) ‘l-ammladt"jml ﬂ“dr‘alblr_. Daha foara, -l-éje’r c]d}
FUSvAun, © nokladak: lineerleckirmesini .fa'{ﬂao‘:'ftdt gardlivle. Bv
bo\omde de, benrer sekilde, qradyondin bir w=Focdi?) fork-
STjonunw\ seviye \d‘i':‘l-é\d'll\'in, bir ﬂot—\-as:v\clak'l @GJ‘ dozlemi
nasil +0Mm|ad{§w cforeceqi Doha Bace o'clvad QW«, tey ot
dvzlem, notlods Fin lineerleshrmesin (doGrusalles Hurresn 1) s
lor ve forksiyonun +am dife ransiyeliai onmlor,

Taget Dozleuler ve Normol Begrdor _
Pie) = x b U yft-)?-p 't-b)?, bir J. £ -Fallhiyo— x"! _. '
nvawm £xeyrd)=c Seviye ytreyi Orerinde, bir

dingin €4 Te ) ¢ o= Prom). Pt

ijl&"mv g'er'&]:. Peé‘f"ﬁ' beyunco £ sobtt ou@u&n/ Jepdanin Lol toer-
findakr Yorev o o Bu ybarden ?’f, c’?yr'm?v\ hin voldary 7! ,3e Jibtir,
P\n agegen har dorgon &36uin b vebforice bty PMati hi veltade
rl, bu yvadea orldk bir dindendedit. Po\doly bu a’ﬁdmg,k?efdbﬂmdi’aé‘bﬂ
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Tamny Rir dif. £ -Fonkriyanunun, Fowgr)ac seviye ydzey UJrerindeki
Poh‘o,um%a\ nokiosmcks 4’&32"‘ dUz.len«', Pg\dan ge¢an Ve ro v ll ?’H&O—

lon duzlendir Po'Ju Y U2eyin normal degrev, Poldon ge¢en ve ?Hh‘q
peralel olon dsrvdur.

Buna gore l:'eaﬂl dilem ve nortol Jggm-mm Jenklerdert qp?@bdp', oribudic

By lxoy8e, %) do  Ftxgi)=nin 1eget dorlemi
FaPo) tx%o) + £y (Po)(Y-Ya) + F3.(R) (r~2)=0
Po (x080 %0V o fexeyn)= clain norsal oky‘rcu
X=X tf (W)t , 4=YotfylP)l, 7= tth(P)t  wuckim

Ormel! feyn)= ¥ty +e ~g=0 sevige g Ureyinin R (L1y4) nokfo-

sinds +eget dvlesit ve normal drusumy budwa. o
Tl = rPangP L)y, = 2P o

Tégel- JU‘:JGM; po\f)m\ geg¢en Pa" o ?F\c. dik Jadﬂcj'fﬂ' \

2 (X)) +(Y2) + (A-4)=0 = WY +2=14.

Normal ling
Polds y B2egin normal degrusy

K= 41ty Y=2+Ht, T=b+t, -ttt o i

dir. ‘ , 7 s
2=f¢ xed) ‘Imeg’wn Ta’§ et Do2lew )
z=frey) dentleni, $rxy)-2=0 dantlenine denblir. Buna gore, 2=frry
yitey, Foadre)=Freal-z fonksiyonvavn s seviye yoneyidi

Fe = 55 (Fra-3) =fx—0=f

Fy= -%g (Fedp-2) =fy-o =Fy

Faz gx (Fxy-2) s 0-1 =-I

Fix (Po) (e o)+ FyA) (-5} + A0 30120 fornav i
£ sy} (x-Yo) +y tm ] (4-Y) = (%)=0 Formilire indiges .

o trooyo) = (Xordorf taate)) nokesindo T=frxy) yapain +eget dozleni
e oo\ (x-%0) +Fy 1%0%) (Y-Yo) = (2-20)=0

Jie
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Ornekler: 1) oxcmsy-ye* yineyinin (o,00) do -l-ergddinla«?ni bduwn,
by (00) = (casy ~ye®)(agy=1 , Fyloo)= (~%5Ing-¥)g, =~
Teget dizlem! | (x-0) -1. (Y-8) ~fe-0)20 =D x-Y-1=0.
2) oY) = Xyter=p ve G 0ny,)= 2T ~4z0 YU rederinia ke
Sifimi bir B el'p.siJ:r Po (1;1,3) nok-losmo(v Enin J-e?ei abiru.wnm pe-
rametrik dentlenlerng bluan,
Teget digrav 7f ve Vg ye Jibbin Do loy1-
siyla Py V= Pex ‘?3 ‘3¢ farafdd‘f
?ch =(2xP +247),. . .= 20427
a‘:‘.lh:mz)"(""'l= Yo = 2+ 8
VPP
V= (200 P)x f&?):) 7l- ?‘; CJ' {

The ellipse E
e \I]. 1,3)
VixV ¥
- 1?-'&?..2.2 B s

Tgetdgrav: x=1at, Y=lat) 2=2-2t, ~~iteam,

The plane
r+z—4=10

)n ,43)

A
[ "i-'g o

/ R’\. Ty
. The cylinder

Arhimler we Uttt 24y -2-0
Bir Py nottosindon yorindoki bar aokden bigik ds veerklGinck, bir £ foub-
Siyorunwm JEGRIm degering fohurt edmel, dogrult torevieriade de  norma)
Yoreviade o\dge qitids. E’jar"F tet d!cj'}lwt‘l olsoyd

= £'P)ds  (rormal bnev x orba)
bormundogd. 1kt wya doha forlo degabonli Lir fonkeiyon 72m

df= (?&I,, R)ds (B Foreu x orbiny)
formotono bullauri . Quioda C Pc\dﬂn mk!o,foﬂ horebalon HBnodfr
@ dirobuindy Fdeki Ot Tuhmini PoMdo @ Yondndel) kledk bir ds
ardwundy 4 ndegerindeti Jﬁer'cn Je'ej"i?m Yahuini

dé= (?{\P.&”) . é_{,
Dby Yoew Vbl orte

dir.
OrneXler: 1) Poxes) moblos 1 P (o) Aokdosinden A Uiil) notesng Jin
bir 08y olorak o Virim horetel ediyaro Fixeg)=xed fonksi yoruwm dgprmde ]
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Jeg.‘fiuin ne kador alaa:‘?jm: dohmin edery.
Once Lhy volory digrothawds pdake Fin digribbe Foreiai

—9
bdalim: P = 20+P 9 _ Polt _ 2043 - D |
lali ﬁ 20+P & 7oy i aak 7-1.1-@?

?'H&_ﬂ’: (e3P 4 xe 3'7)(1,9) = P+27
Vil @ = (242P) (Z D+ 403 ) =4

&‘)WH“""J‘; PoVdoki ds=e,1 arliriminde 4)de ot dey'isimi
| df= (?H,,' ?)ds :é s (00l) &= O-18 bifim.

) Pz nottost Py(0,40) noblesimdon Pi(2,2,:2) noltasine dov bir Gigi
boquicer ol Lirim hareket e.Hr??nde ) Hxysr) = ysinx + 242 fok
Siyohunvn degerindeli daginin ne Yodor olocogin babnin edin.
63\ = 2047 2% ) !f'-'-'— ‘-’%.% = %?i: ?;v-l-%?--}?
?HPa= [‘d@x P+ (Sirx41%) T2 2y "?](0.\,0) =2 +'1'\?

Pl L= (0420) (30H7-27)= - =

Pblad (P Aﬁfu“’f#ﬂda JS"."..O.I t\l’"\f“ NN"G-”Q ‘F\'\?f\ dﬁg‘l’d’kf‘
I ddgusiminin  yoklasik olorz ¥

dt = | P4 Ipo' '7\?) CJ,S = k-%:)- (0.)) ¢ —0.0 67 b,
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Lineerizasyon (DcGrusallostirme) vo Diferoniyeller

2=frxy) 'pohl’-i‘lymv, bir (wys) nobles; civerade &b, (Jiferonsiyellereb i)
ve fx,fy wer o, Dxex-Yo ; Ay=4y-go orhmbr ile (xoyo)\den
14) noMasing horetel edelim. Ry Jurumdy, J\ﬁjfﬁm, Axdy>0 iben 6,850 olel
Gwre  Friy) - -f-rmga\ = ﬁx (XocYp) Ax +-Fg (%ay) by +&Ax +8, Ay dir.
Ax ve Ay arhnlor gob Ligokie , §4x ve £, dy 9arpwlan dohe dv kigok
olacolbe: bv durumds foxg) £ Exatols F (o) (x-Ao -yt 0) - %0)

Yoreblirie, Yont )y Ay re kodor Lizobe { yalflc.rrl'ﬁ;t:—z?)l_ linaer fordsjypnunn

J&gert kodor olocobv.

Tanm! 0. bir €ixy) -Fonl’fljonmun (%e;Y0) nottannde lineerizasyany

L (xe) = Fixalo) + f (xats) (x~%o) + Fy (x0Y5) (Y-Yo)
-Fonkilyanvdu‘. (xecYo) Fnin stendort lineer yollagmi
fix gy Lixy)

Yoklecimidie

Tolixey) durlemi, 2=foe)WWin Ixay) noblawdsbi teg e dolanidy
Omels Foxy)- Waxy +4 g2 12 -‘:aAh‘hjor\w\m 2,2) Aoblegirnde lineemo.:}mw/
bu\uﬂm_.

chf?—)-': g J 'Fx (31'1-): (z'x*ﬂ)(_gru: {I) FH 3= L‘x‘f\g]c';n_):"l "
Llwy) = Fxoup) + 45 (04,) (x-2%0) + Fy (Koye) (Y-Yo )

n

=& 3+ b r3) # () (Y-1) = x-Y-2
P\n‘m ('3,'7_)\de lineor lectirmesi Lixiy)= (x-y.~ dir.
Sdondor}t Lineer VaHa;deu Hed £ fonh'ljand) (xoilg) merkeali bir B
chBb’r'\geﬁmi ween bir aaik komede kendii ve biriact, tbng Fum) Jurevler]

sorekli ve M, Ride Wxxl, Hyy), Wxg) \win hadorgi bir Dekcnmin ice
'F(?iu:D Yafine

Lt = Flxago) + Fotado) (%20 + 4y Uxayy) (4-Yo)
_u\mt)@wdd gapn\an hato ECWS)\AM muHek C)@fjﬁQf‘l)a'!ﬂ?lﬂbH efl('lf'll?f Sd‘?jdff
\t":‘("zus)‘ < —,.)L_ M { ezl + lg~3ol)7‘7
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Diferonsiyeller
Tet Jeg‘l,s'kenﬁ , Y=Fex), -ponlf.siganund'd oldan atdx'e X defiphiginde
fdeks d e5isim

Af=Fcardn) ~fe)
ve fhia df-femiyeli

df= 'F’(a) Ax ( J-f-z'F’(aJJJ&)
olorak Jonmlonudy.
Bir oif. frxey) -Fonb‘ganvnm (xo Vo) Yo &ueni Firedlers vor olken,

(%ot 8% %+ roblosna horekette, £ hin degiyimi

Of = foxo 8% ) Yordy) —Fexayy
dirn Llxwy) -Fonk:]yanunvn tanimimden , L\dek: Jeﬁlﬁm

ALz L Xo+Ax) Yorty) = LlxeaYe)

= Fox (%oi%0) D Fy Cxoy) AY
din Diferonsiyeller dx ve dy bo%‘msn de?j‘ is bonlerdir, doloyisigle her
hong bir clé?,erlt galerlebilider. Gorcllitle dx=Ax=x-% ve dy=Ady=
Y-Yo alwn,
Tanm! (Xeys)don (xet+dx, Yoicly) aokksmo horaket eJiIJ;?,«,JeI Fhia
J&r.,xa"a,(-’-mhcsmddh c:]e'tifflmiﬁ Sonvev
df =4, o0 )dx +Fy xe)dy

dir. Buno y +lain  +am diferansiyeli denin;
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1{F Eksiremum De’gerle/‘ ve Etder NoYalar

Kapal ve. sinirl LSlselerJe) ke Jeg'f,'(henb' curekls 'ﬁonh?yu
ebstremum degerlerine sohiptir: it Je’g‘i?kenh' bir -fmksiym ekitre-
MUM da'a]erl«inﬂ tomm bumesinin S pobhalorr veya birmet +Urev~
\&l‘in VERintn St-fcr eu/iv vey bivina Forevin b Vya i kdinim GIM‘:J17I e
‘olonds, sakip olahlih Toreverin sifir almw, Skstremum o‘@m’etf her
TLaMon g‘aj\erAOt-

Tek dagistanli bir fonksiyoaun yerel elstremvm ddgerlerini bl-
Mok igin Grodiginio yatey tGele sabip oldige nobbolers bokarn. g
notalordy Yerel moksimum ; yere) Midinum ve bokum notrelorm aramy,
1% ddai?l:ed(l' Lexy) 'Po/\l'x'ijenv 1¢in, 2=fruy) Yraying Yatay te-
et dtnlemlerine salip alJuﬁv acklylerde yorel rakiismury ere] rumm

e eyer (temer, bSkiwn) Aok"w\&nm arare.,

Local maxima /‘3""\ e S
(o greater ¥ alue of f nearby) Q}\
/! 1 - ‘; ‘l L)
A . \ 6 Y erel palgiam
i o \.&
f’ ‘/ i . ‘. . &
Local minimum - =) 5“\ F‘:IG;IWH"

{no smaller value
of fnearby)

Tanmt £y Fontityons (o) nokdosiar igenen bir R bélgesinde toam.
h osum. Bu durumde,

) (aib) merkerlt bir aaik diskteb (donim kimesine oft) bYon (xy)
noblalor fzin Flapy=Foxy) ise ftab), £ bir Yerel wagksi —
Muhudw.

2} (ab) merkerli bir acik dizskteki (doan kdnesin ait oloa) b Fin
(yew) nokholort (zin £ (ak) & Frxy) ise fab), £ n bir ye-

rel min HuMuJur.

By aoktalord -"852:\- dv2lem wrsa,ga#aﬂJm
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Teorem! Yerel Ekctramym Degerleri igia mr]@} Torey lecti
fouy) -fonkr;yonu, donm komesinia bir (ab) T noktasmds yerel matsimum
vya MiniMumMo Sohip ve biciner kusmi Furederi vorsa ficab)=o ve

‘F tq,h\.-_o clu‘ L
Kand-4 Fﬁuu), (aw)de 3en-.l ekstrenvna .Sbkf
ise 8= fixid) Fonkdyonv, x=a'da yerel ckstre.
mMumg Sahiptir, Bu ydden , g'a)=o dr. g'a) =
£y (ayh) OUﬁVndw £y tap) <o dir. Bemor Tle-
mi hey)=4Feaqy) -polxks‘(\:,mwna u:mular,w‘: bv
ko C,,La.b\::o olc)u’g‘umu 365{-#3:‘?1- ) x
Z=fixy) ylreymin (ab)'de +e'§e|- ddleniade
Fx Lak) (x-o) +fy tab) (W-b) - (R— fabl) =0
frlap)=0 ve +ylab)=o Yerne yorersd o, (x-o)+o.(y-b) -2+ Fai)=2
== fab) '
dentlenini elde ederir.
Tamm: Bir fray) fonkst Yoavn +omm bumasmia bic ig noHa:Ja-@ﬂ

I ol

ve fy S veya Fx ve fyMea biri veys iisi binden yobsa, bv
notloys £ ain Lridik notdes) Senir,

Yokarde ki teorene gore, Yolana kritk nokdo lorcks ve st neke
folonds ekshremum a‘@"ﬁerler} olysabilir: Tek degistanli Jef. b~ fon-
Styon bokia nobhcrro o hip olobilr. ik chnlmnb bir dif. #wh-ryaﬂ,,\_
get dirlene solipse eyer nobleca salip olabﬂrr
Tanw: 0if. b ﬁ};w) -fa/\l:ﬂyonu, (q.%] Icn-l’k MH-u.rde, lah) merka
i her agit dhckhe tonm kumesine ol ko nokfolord Fex)> feus) ve
bowr nobdolords ﬁtx.u)(-ﬁ[n,&) ise by nob‘-ga eyel (semor, bokon)
noblog denir. 2= frxny Yvreymde (ah Hab) no klasma Y 92

er roblest denir.

Omneklers 1) feey)= Bhyt-4y+9 fonksiyorumun yerel elehrenum degorlei

A botunva,
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Tanwm komes blun doden wve fx= 2% ) Fyz 2y~4 kismt Aoraders
her yerde vordif, (S A0kbalar: yothur)

fx=1%=0 ve fy= 2Yy~feo
durumvnds yalan yerel ekstemvne olabilin, 8o yolan (02) naktesimds
;ﬁ\amf: for)=&, Fixdz 2th (Y2t 5 fonksiyonv  §Vden kigulk
o\aw'doca‘ﬁ: Tin  (072) kri#it noblesmde £ yerel minimvne Sohiphir:
2) fexey) = Yux fonkst yoavavn (€Fer \arsa) ekotronuvim o?féfler?n} bdinn,
Tamw kimes) Lokon dinlem (Jolﬂljtﬂ\j,a s nokdolor yok) ve =2
.F:I::?.B kismi Foreviert hep a"de vordit. 4x=o ,43::0 .,S'an'-m: Iﬁby«
yolain (0,0) nokdesidir. Yani krkil nothe (0,0) dir: x~ekseni boyunce
Fouo)z -x1 Lo ve Y-ekseni boyunce fioy) =4 >0 din Bundun
o‘olag\ oo} merkerlt her disk pa'l.i'h-f-' ku\ega'}ff-ﬂou'a[or a?emcé-
ar. Or‘ihde eyer nobdas Vuré:r} eketremvm VoHVf.

Teprem) Yt’-ﬁa' Eles fremv ;m"n J\k?nc'; Torev TQ:H
Feey) ve U'f"il\c;, ikinei kecad *Urevleri , (eys) merkerli birdis )k ba
qyunco sorekli ve 'F'-,,,ta,s)-.-.-Fd tebl=0 iTse
1) (ablde frp fyy~fy>0 ve fppco ise § (aiblde yerel malsi
uMO Sahphr-
() (ol de #—:,;-F-,.,-af,:g >0 ve £ .50 i £ tad)\de yerel pini-
MuMo  Sakiphir.
i) (Cub]\di ‘Pxx":fs"F:g L0 lse 'F, Lq.bidc- eyer noklesine so-
klp-"'d‘.
v) (anl\a‘e ‘pa:-z-fyg- f;\y:o l%e Cmb)‘d’e tect Sonvg vefuer, By
durumds (ajilde £' ain dovranising basko yello bu’mltgn..
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fox £yy - 4?7}5 Hodesine F nin diskirainonts cesir, Datarningat Jo

My - ‘F‘t
Pecbyg=tag = | 20 f::)

Sebhindedis.

bmo_\:ler:l){-‘ (xrd) e KXY - eyt X ~2Y+Y 'Pol\ks.lymvnvn yerel ekstre-
mumlormi bdwmn.
Foaksiyon hcr&efde denings ve dtf.dir,
fx = Y-rxa=0 — e 5
fy= % -29-2=0 anialae L’:.:;‘L) ch:fiik:?uk:d/:bﬁ
fex= -2, Fyy=-2, fays=l. +edy d”/“l";’
Crlde dukirninemt  Fexfyy-Fuy = (DED-1=3 dir.
Frx &0 ve Fxylyy- {.:', o)
e\dwfgvdm ~1,~ Ve £ 3¢rel Mmakiimvro .Salup'}f/‘. £lan be :‘taHu’db

Ja:i]en ft-1,) = 2 dir.
2) fox4)= 3y% -—1.5 ~3 4 bxY Ms’lymmvn Yerel ekrtremun de-

Gerlerini buluw.,
Ponkc‘hju her tder& Yonmh ve dif. dir.
(9,0) ve

=~bx+by=0 = Yavy ‘} =,
fy= bY-bYtibx=0 = bx~bWlpbx=o =9 bx(1-%)=0 rgﬁ&#
ey ==b , #35 = b-11y, -:ca,s = §
D1 keeniinon Pxxfyy~Fry =(4) (b-ra)-£'= F20y-)
(0101 kit nobtosindu
by brgy-Fey =220
o\ddjandn £, erjinde eyer vothsino sabiphi. .
(1) keikik nobhesindy _{
ﬁzz-ﬁ_-,,-ﬁ:, =¥L>0 Ve fxy¥€0 : r
o\dija’lf £, (y)\de :,‘ml roklimuma
Sakiphy. 8u nobheds fordlien dagert Firp)c=# al'Y‘

3)Lex )= 102y € Oty M"ﬂm‘m ik robdabrin bl ve Siniflondiciar
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-G44)

fx= 10y (1-292) @ 20 = Y20 veyy (1-238)z0

£y = 1ox (1~ 2) s_, = x=o veyu 1-uP)=o

(O,a),(* %), (-Rak)) (5 1-%k) ve (- )~4) Eridit noblolordw.
fxx = = 20%y (3.297) e =YY
Fry = $yx = 1o (1-292) (12 e bHY

fyu= ~20%xy (3-ayt) e XYY
N 1 )
‘F‘ch r“iS'F'*':l lto,o)': -loo +F eyer poklesme .(‘ahif-

Feydyy- By lepid)= boyer ve Faxlop,p) <° £ yera) ruarls. Sohip
"oow l(—%_.;-b): n o //I(..;,’-;%.)ca o 77

e l("}E’J’f'):” 7/ ”,('*J'}'z)>a /7 Min. Soky
oy '("";’"'ll"i):”- ” 1)(_}2’_#J>, V7 Y 04

Kapﬂl' S, gé\ge\erde Mot Meksmum ve Miajaum
kapol ve siirh bir R bélgesinde, sbrekl bir fexy) Hfonkei-
Yonunvn <kstremund Je’:}‘er\eﬁni blawk N q_fag(obki Jg cida;
+a\':|P ederin?
)] Rlnia fq nokolorinde EFik pokdalor bulvavr. @ nobdulords
vorse yere) maksimum veys midinwn Jd‘?erlefi h eceplenir -
2} R‘nit\ Sinir noklelornde 'Fwt\l'.iayanun ndem.\ Aaks] Ao veya Mi-
AT M UM éa?]erler'l \f\osoplon of -
3 -F]n'fn malbsimum ve minimum o‘e§0/’e/5 Jiglelesis ve mHak
‘ MalSinum Ve MIAMYM 3£f-’fbf bdunor.
Omeller: )) x20 , Y=o Ve ¥=9-% do?u'arl tle simrlaron bifinci
dBriteiir balgedett Uggon se) Lelgede Ffexdz 257x #4 y-21y Fark
s"njmwwn Mok moksimum ve minimune Jﬁer/ef}}q; bduwnr.
£ dif. olJu'ajunJan,'it, roblelordaki kridik nokoler *Cx=(y=o dir.
Agrica smir noblers bol‘oCo'ﬁm
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Ay nokokur! ﬁ:: b-’:i03: (1) kefik robb  FlR)=Z.

b) Sinir nokdolor:
l..) OA dﬁru Pﬁffaﬂﬂda Y=o. Fonksiyod

fexng)=f 1wo)= 240X=xT
-\-ekde'igkcnl'- ve OLx 49 ur‘a\tﬁma’d ektfrenum
o\eq-erlw: T¢ nobto: f‘t:,o):‘z_'z'xao , Xzl ve
vg nokhalor: %20, x2e)dr clacakdr.
ftag=2 ; £ (8,0=-6l, (ue)=3
L) ot a,—.ar Porgosinde x=p. Fonkiiyon
Fexen) = £eopy) = LYY
+ek dﬁ!?ludh ve ©£u<g amlq,“[, ekstremum dd‘oﬁd'
¢ norh ! 4 (ay)l = §~2Yy=z0 =) Y=2 VR
vg roltlolor ! 4=o, \Jafd‘c’d olocaldir.
fcop)=2 ) -Fta,g)::-lﬂ) tto) =4
UL) A8 Jdefrv porgesinde, 9= 9-~v  yefine kenursy fanksiyor
Frxeg)z § ) 3x) =2 +2% +§ (9-%) - X (gaft=-t3+Hbx -T2
{-‘(‘X,Q.x) = lb-bx=0 = %= (Y=5) 'F(‘N.SJ=—-|'
oextd vy roklulet Tacelend!.

Somg obral F,2,-6l, 3, ~43, 4~ ééjeﬁe('m} elde etk
(Y aoktesinde £ muHal moksmvm de'g‘eﬁm SalGpbir ve Je’{,‘er? *dir
(3)0) nottesmde £ mitlak wininwa dgeine soljytir ve Je'c;en' -8 dr.
1) gi~ karso 5::464-:, uuml., v ve kest alonmn ¢ evrasinia -l-of'um
270 cm' 4i af MoYacak drtdar-kjeruel bhlort teby) etmettedit B by
yok hocime sahip bl adilebilir bvtunun boyutlorm bulune,

x,8 ve ¥ swosiylo kvtunm viwmlgy,
33:\55!‘3': ve \drdleteui'ﬁ?n: ﬂkhm’n Ry dv-
ruamde besi} alanmmn Gewresi 2y +12Vdif.
Ktry422=22%0 denklenia S:aalfajan thw_\un
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Vax4t hocndini malsinire ebmek istigornn Kubunva hocsini ki
didjiskenli fonksiyon oborik yarabitiring

Vewt)= (290~ 23-22)yr = 2%oy2 -24t —2422,

Vy(y3)= 2703 ~4yr-2at = (230-4Y4-23)1 =0 (S0) , (0138),

Ve (92) =290y - 24%§Yr= (230 -24-4V) Y =o} &zﬁf’m"ﬁiﬁiﬁ’
(©10)) (01 RS) ve L125,0) pottolonnde hociam o olduguadan makiisum
deeer d&,'l‘chf- (45:45) noblasinds itine torev testini vygulorsatk,

Vyy=-4%, Vaum-4Y, Vyu= #0-by~42

Vyy Vag = Vgi = 1642 - (1r0~y-63) "

Vyy L4s/48)=~4.48 <0 ve L Vss"‘n"";i-Jluujz"‘Jmf'“-é sl >0
oldvgundon (45, 45) Maksimum aleger} vesir, leAuavn  boyutler::
X=190 -1 8)- 2l)=BO0 cm ) Y= YSecm ve F=§Scm dir. Maksirmvm
hocim Ta V= (d0)6S) (4S) = 182280 end dir  (Veyo 19225 lihredit)

Bu sorv  logrange @arpanlart Yonea jle doba ‘:Jﬂg G-
25\0r. Gelecet koav Lo gfonge Garpanld'«,
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148 L ogrange q‘.arpan)ar;

Baren , b -CQA¥S}30Avn +antm Lumesinin  dvidlenia bory zre) ol
Komelerime bisHanas durvacndy ) Braegin bir disk, bir bopali pgense)
L'B\cie. veya bir é?’ t bo:juma f ckdromvm J@?@/ It?f?ni LJNaJa (le}bcam
Al Bu diufumds en ’:3'. yorten Lagrange 'Faf}mln Vonteniidir.

z
S serbast makiimvm

2= 4921yt Y - ksitlaamig rakgimvm

X+2Y-10=0

. / tagHomeost
’ : i;_

Ornebler; 1) a%4y-2 -s=0 dialemi Drerinde ,oryne en yakin ackhay
LU\UI\U'L-
Prodem 2x +y-1-s=0 kisitlomesi aldindo
| 6Pk { (o1 Ca-or + (20l :W
Forksiyonunun Mininaum degermi  bulmaya esdigeni, Foruny=xyttt
-Font.iu-]o:uu AIRIMYM dﬁ!el‘e Sakip kon 16BI = (FTHET o Adinimum Jeefem

Sak'lp oUuﬁw\JM, 1LX4+Y-+-$=0 kaitlamos: o Hinde ‘pf'xr&h't] =*x"~f-y"-4t’-
-Fo‘\kﬁ\’lﬁl\l”\\lf\ PN MUM Jﬁer'm‘, L\Jmhuu,
2= LE4AY-S, Xve Yhaia ba'au\dn. c)‘g‘t?bn‘im‘ 'F’Je yerme yaua‘qlc
h (ko) = Loy, 2%49-9)= 2y (2xAY-S) T ‘Ponl".s'igoAvAvn AT Al
quri veyo @70&",9{3&} \;v‘Moga iAJTrgani/‘.

hy= 2% +2(144-8)2 =0 5 e ibinei fovev decti o
hyz 19 +2 (ax49-8) =0 } x=3 295 gdenico (§,§)cbh

Migimum degere soliphs
Tz ax4y-ST - 5. Orjne en Yobn . notte (-f,-g-)__bs) dr. Orfiaden

P\g\e nabht e %c: 2.0, dir,
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2) x%2*.zo '\lpef‘l:o"k Sthadicinon aqlﬂe en 3al:m ak’ugv nokfelrt
Lulwn..

Latizo kistHomas) altinde
fFexurn) = #4720

-pot\h.\\jonunvn MiAIAVM Je'éerleﬁﬂ Lu'whyn.

kuiMame dentleminde x ve y'y7 bagiscn “'”‘“’f E Hi[i]_

AﬁBl:enler olorot alusek 2 =xt ve |

Freeart)= 2 49%E yerine koyosok
hexiy) = Wy (%) = 2xtayl-)

hx=ix=0 ve h:,:'zg—_-,o =D (o,0) noltesin) -elde ederiv.
Faka} Lu nokle h’n,oerbol‘:k siliadir U2ecinde o’eﬁ'“o'if- h -Fank:‘lyanv-
avn dorm kumesi botun dorlem olmasine I‘bﬁ'm« kiiHlone  denkle
M\, =2~ tle =l dr‘q:mb_b' 651943? Teermer. Bu pr‘ab'eMJeﬂ -
GMat Tyin Yy ve 1;\5’: b;jmy'g déjtjkm olorgk seger ve x\i 4 vernn
-\—eﬁn\eﬁt\j\e ‘j"’-"f; -[l\a‘e yeme kaﬂaaak x|
k(3= (2441 4w+t | +9422L.

ky=14y=o , ke fr=0 =D Yorzo D A= = x=%]|, |

5'|\'|nd'ir Nwerinde 40,0) ve (~1:0,0) nolktcler: ilq”i maHaHr-
¥z 1+t |

esttsialig] Sa%(m Jc&"‘m&m (£110,0) nokdulort Elrin minimon de-
gerlocidiz. Ogjinden, Silisdire mimimvan vaakhk | biciagsr.
2.4el? S ihad Uzer'mde, or‘jil\e en gahn = .-3\\1 0

noktalor bumann bir d'i'ﬁer yolu da, &ir \\

sabun kepugy g1bi genﬁ'letjef\ek siliadire /
Je:?an merkevri of)ide buluwn kicik b
Lureyi haﬂa\ elmekhin Déiu.e nokdelonma -

her \a‘ir“mde y sihindic ve kore cIYny +Q'§ei'
duvtleme ve nerma) Jo%fusa sahptir. 8u _
yirden kure ve silindirn “
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fax) =xttetea?  ve grxyr)= -t
Lorks\yontorimn sthirdo Sevye yireyler oloruk kabl edesset Y Ureygler'n
degdiyi 5er\¢mb V£ va ?3 pardlel olacbhr Herhongi bir deg-
me noklesinds A skeler olmak Urere

?-F:)u ?3
olmalidir: 2‘2?4-?.3?47.%? .-_A(zxf’—zaf) D 2X=WE, WY=0, =V,
2dan hong deﬁerler'; fein bir (Xy2) nokdess bulobiliria ki keordi-
notori by Dg dentlemi sdglosin ve 2K-tliz0 ytiey Uzefinde olsun)
Yurey Unefinde A0 docogm bildiginndm i=l olmaldr. d=o ve
22=-2% = 220 olmaldr Ge\asﬁlala (%, 0,0) formundoki nolctalor
oryorv . Bu formu Sa’c‘,laywl yurey Ulerndeki nokdalor nedir?
xeotzl =D x=t D x=%kl

Sihiedir Urefindeli orjine en \Jalcm aoldaler (1, 40) dirs
Logranaje Gorponlort antemi

Sen 3rnette, 2. Yeldan c;‘d‘l.o"dﬁiim U Metodo Laqronge Gr-
ponlory Yomess demr _
Teorer! Flxmm) fonksiyons €1t Pz 9P hitl? + T
d Urefon €Gricia) Teeren bir bolgede JH. okw. © Urarindeks bir
Po noktosindu ) £, € Urerinde yerel rmoksirvm ~eyo mintmumg
S‘almp e P noblasiada v+ ) C\ge. dikdir

Keaat! C Grerinde £lain de?erlef‘l FCqet), hit), 8] bl abesiyle

verlir. Bue gdre %%3%%*%{3% *“g{i.da% :?'{[_‘?

din < Vaorinde Fin yere! Makiiium veyo minimun oldigy bir

Po rotiesindy %:—o dir. Meai PF.0=0 Iv. (PF: %Q) =
Sorvg: Bir Pw)= qu)Prhi)?  duvargon €3r3r Owrinde, dif.

bir Frxy) foakdyeav yore) rabiisun vap Miflmom degerini aU"ry:

nobtody Th P=o dir
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Yokordeaki +eorem Logrange Garpanlon Yonteniinin anahfori-
di. feemd ve goquy dif fonksiyonlor ve. Po noltes: Flain yo-
ey 01;1’?;:{: yerel raksimum Veyo minimumo .f‘a‘!?f oIJU?u 9¥tY=0
yUrey; Urefnde bir nokte olsun. Bu durumde, gtYlzo Yuzeyr -
2erindeli fo noltesindon o egen her dif. €Gri U2erinde £ fork-
Siyonv P\ Yerel ra ki veye Minimvme Sakip olui. B v yUzden
F , Po\don geger her dif. b‘ojk e%r'.n'in hn vettorine dildir.
Dolagl.ugla ?9 ) (";?3 ) 9=0 Seviye Yiieyire J{Hir) Pa\Ja ?f )5_@
pera\eVdir.
Lagrange &or por lore \fBriend
feeud) ve Q(x,4,%) di4. -[-anl'sigoa\ar ve YixN=o jkea ?3 4o d-

Sun. Atxgiz)=o bisitlanwst althindo  £aia yecrel rmaksimium ve mid
Nimum degerlerini (efer urs) bulmak Tin

e = )g?g vé.. Q%) zo (%)
dertlonlerin aym ando seglayon ¢,y v ve X degprlerini bulraliyn.
Ly de.’é'n;lfon\i -ponh'lym\ar inde soclor leaverdir. |

Omekler: 1) :é-l'-i- A=) elps) Uzerinde Rixu)=xy Fanksiy onvnvn
en kdguk ve en buyuk Ae‘q«‘leﬁt\f bolun.
9(‘750‘:\)=-$+-¥-l=o bistHomost glhinds Frxed)=xy fonksi-
Yonuam ekstremum deﬂ"‘er\er'mi bu\mak istiyorv.
?f:)\?g =) g.'\?-t-’xj":)\(’f;?-l-‘d?) = B=%‘X, XAy
=3 B=}q Utg).-_%g =D Yeco veya x=t2 /i
I durum! Y=o ise X=Y-0. Fatat (g0) eJ'i[-U 01erinde dogi”?f. 8u dv-
Frumdo Yzo olmalidir.
Zduwmt dpo ise r=t2 ve x=t1y dir 4ny)=o deakleninde ye-
fine koyousak LL;'-}JI.,..HE;; =0 y=£l.

fereisdzncy , ehps Vrerinde  (f2)), (£2,) dort addodr ekstrerum Jon
ﬁer‘e(iﬂ't alir. Elstremvm o’e'ierle‘ X422 ve xy=-T Jdin
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GorimBn Geometrk Morvmu i Fervl=xy fonk- | }_: e
Siyotvnvn sevige @fleri xuzc Wiperbollen- )N /oL
i Hiperboller 9rJinJ¢A veaklosikeo F 2nin .‘T/.(<. %_:F %
mvHak c)e'ijer"l L‘oﬂn Orjinden, elipsi kesen /\'//
Wiperbollain en 2051 hargilerid En viakla- \W/}
ri elipst siyiran ) elipse teget olonlordit: B WD
nokdalords, Wiperbole rormal olon bir vol:-l-og elipsede yormaldit: €or-
Gelden 'Q-F_ qt.-f-)‘-? 7 9= L-f)?-l-&J bin  (x=£t2) kahdr. aﬂ\egm 3
(111 nokdusins ! \94— Dol , Pg=d PP ve V=29,
(=241) 174 . v’f-_ -‘L?} egz——‘.-‘l.-l-.l ve V}F-—‘?-'?S.

2) K+y'=l Gember: Uarerinde fix;9) =3%+ 4 Y -Fcnkugonunvn rmak.
Sirwm ve Minimvm  JBerlerinl bdunva

Bu sefer dnce geoueHL Yorum
3apalm foxy)= 3x+y Fonkslyorunw se.
\ll‘\je- egﬁleﬂ 3x+eY=< dagrulaném Dai
cdor orjinden vrokloshbly £ mot-
ok dogeri biybr. B4zt Gamberi 02e-
rinde 'Fmsl\y ekstremum Yopocak (%Y
nokfalenni aryorvi. Gember e kesi-
sen orjinden en e kteki Oieqrvler hengilecidie. Gembere J?’?e"- o-
\en Jo%ru]dr en aktedt Bu noualcrdﬂ, Jdaruga normal olea vabfér
gembare de nonaldiv.

A txd) = 4y 1= 0 ksitlamosi  albndy 'P(-n.,g): 3In+4Y fonk-
Siyonunw akstremum dgr'eﬁni bulmak 7.{#50/‘01 Laqrange ¢onpor-
\ore Yorlemine q2re )n?g ve quxylzo derklenderini ayn
ande So 7[«1&@\6 x4 ve \ daajorlef/m Lu}w]rﬂn.

FHeorPa =2 30+ r(2xVPr2yP) =D 322, y=2ry
() deatlovide Ato olaCo7| HATA ’K:% vie -.5=-x- S
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ax)z0 =D (Z)V+ (R)=(z0 =3 i+l D AstS.
Buro qare, x:%-_:i—g-, 9:—}-:1:% t (2, %)stms)
£oxy) =3%XHyY 'fmhlgot\d ekstremum dea‘ederNi (-},g) ve (—},_’&P)
noblolornds alir. By AaU-uldrdd,- Je'g‘er 'F(‘};%]:.S ) fC3,-4)=-s dir
ki KisiHamal Laqrenge Gonpanlor .
foryr), 9,042 ve 9, (my) dif. fenkiyorlar ve Vg, , 1?91‘31
para\e\ olmagin. Qd, (kYR)=0 ) Gy (KYr)=o kiciHonoler: oliade
£y, ) Fonh‘lyonvnun yerel Makimwm ve Ainimvmler; , X wa M, bog-
rqe Gorpanles oliak Orore, Logrnge Capmlerr Yovlem; 7le,
?-F:)«'{?g,-r Y ?g.,, ) M (mY¥=0, o, (%Y t)=0
centlardering aym cundo sdilajan AKedx A, N olcgerler} bolunerc b olde
edilen PCxeyra) noktolondir.
Orrek; XYzt sthindin tle 2rysrz)  durleninia becisiad bir E elipsidin
Eefips'u\'m oljme el Hahﬂ ve énmak noblelorni bulmin..
9,tusrt)= Weyi=0, Tyt R)=Xtys2 420
kistHlomolor glbnde  Fexeeg )= 20 fonk {
S'i\jonunvn ekstrermum J@;’leﬁm ofyory,
-34‘-‘)*6‘,!1“‘}’?‘51 ) W=O ) Y=o oo -
KT 424 T423C = A (2x0424T) +0 (Dr 7% F) 1_/‘ w ...

24 WP P © (e +MIT + g P N E

Cylinderx™ +y =1

-1 ]
b

—
T (0, 1,0

LU= AKX 2% LM o
2X=2MKHY ) 2yz 2l ), 2N D g agsr D UAly= 1

Bv dentlem A=t ve %:=0 veyes 2l ve. x=yq= &/(I-p) durww’;a Saa'lamf.
220 \se 970,9,z0 don (how] ve (01}0) noddelorini elde ederiv.
=9 e 5l‘-‘0, ‘h:o‘aﬂ\ 'X:if"—,%- ve. T=13 1.
Ehps Vrefinde ﬂﬂrl\‘l aokderdor P,:(%,ﬁ:-. ") ve P,_z(—.r_%‘ )- f;l, H-Q) .
P, ve Py nobbolori chps tnefinde Fiain yerel moksinundorndiy, ama Ay, pllen
dabo vrobadi

Elips Urerinde orjre en yakn noklalor ()0,0) ve (oli0), e u-
20k nokta Po pobtosidif,
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